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File : Exam-Math-MSA-35-Heures-Snd-Correct
Correction de l’examen de Janvier
I)  Soit « 3 » vecteurs perpendiculaires « 2 » à « 2 » :

· v1(  = 
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· v2( = 
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 ;

· v3( = v1(  (  v2( ;

Soit le vecteur « v( » dont l’expression dans le repère fondamental « { 1x(, 1y(,  1z( } », est : 
v( = - 2 . 1x( + 3 . 1y( + 4 . 1z( ;
Quelle sont les composantes de ce vecteur « v( » dans le repère orthogonal construit

sur les « 3 » vecteurs « v1( », « v2(»  et « v3( » ? (penser aux projections d’un vecteur
sur « 3 » autres vecteurs qui sont perpendiculaires « 2 » à « 2 » ;

Solution

· v3( = v1(  (  v2( => donc :
v3( = 
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 = 0 . 1x( + 3 . 1y( - 3 . 1z(  => v3( = 
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On a : 

v( = ((v(. v1() / (v1(  . v1()) . v1(  + ((v(. v2() / (v2(  . v2()) . v2(  +
+ ((v(. v3() / (v3(  . v3()) . v3( ; 
Donc :

· v(. v1( = (- 2 . 1x( + 3 . 1y( + 4 . 1z() . (1 . 1x( + 1 . 1y( + 1 . 1z() = 5 ;
· v(. v2( = (- 2 . 1x( + 3 . 1y( + 4 . 1z() . (2 . 1x( - 1 . 1y( - 1 . 1z() = - 11 ;

· v(. v3( = (- 2 . 1x( + 3 . 1y( + 4 . 1z() . (0 . 1x( + 3 . 1y( - 3 . 1z() = - 3 ;

· v1(  . v1( = 3 ;
· v2(  . v2( = 6 ;

· v3(  . v3( = 18 ;

Donc,

v( = (5/ 3) . v1(  + ( - 11/ 6) . v2(  + (- 5 /18) . v3(  (
v( = (5/ 3) . v1(  - (11/ 6) . v2(  - (5 /18) . v3( ;
*****************************************************************
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II) Soit l’application linéaire F : ℝ3  ↦ ℝ3   (« ℝ3   »  vers « ℝ3  » ) définie par l’expression :

F(x, y, z) = (x + 2 . y - z , y + z, x + y - 2 . z) ;

· a°) Ecrire la matrice « 
[image: image5.wmf]A

 » carrée de dimension « 3 . 3 » qui définit cette 

l’application linéaire ;

· b°) Quelle est l’expression analytique du noyau de cette application linéaire ? 

· c°) Est-ce une droite ou bien un plan ? ; 

· d°) Cette application linéaire est-elle régulière ou non ? Justifier ; 
· e°) Quelle est l’image du point « (5, - 2, 3) » par cette application linéaire ? ;
Solution
L’application linéaire « F : ℝ3  ↦ ℝ3  » (« ℝ3   »  vers « ℝ3  » ) définie par l’expression 
« F(x, y, z) = (x + 2 . y - z , y + z, x + y - 2 . z) » peut être ré-écrite sous la forme : 

· x’ =  x + 2 . y   –     z ;

· y’ =              y  +      z ; 
· z’ =  x +       y  – 2 . z ;
a°) la matrice « 
[image: image6.wmf]A

 » carrée de dimension « 3 . 3 » qui définit cette l’application linéaire,

est : 
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b°) expression analytique du noyau de cette application linéaire => il faut résoudre

le sytème :

· 0 =  x + 2 .  y   –     z ;

· 0 =              y  +      z ;

· 0 =  x +       y  – 2 . z ;

ou encore :

· x + 2 . y   –     z =  0  ; (1) 
·             y  +      z = 0 ;  (2) 
· x +       y  – 2 . z = 0 ;  (3) 
Donc :

· y  = - z 

· x + 2 . (- z)   –     z =  0  ; (1) 
· x  +      (- z)  – 2 . z = 0 ;  (3) 
Donc :

· y  = - z 

· x – 3 z = 0 ;  
· x – 3 z = 0 ;  
Donc :

· y  = - z 

· x – 3 z = 0 ;  
Donc :

· y  = - z 

· x = 3 z ;  
Donc, l’ensemble des solutions de ce sytème, est constitué par l’ensemble des vecteurs
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 ;
c°) Donc, le noyau de cette application linéaire, c’est la droite « D » passant par 

l’origine et dont les équations paramétriques sont
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 ;
d°) Cette application linéaire n’est pas régulière car son noyau ne se réduit pas

au vecteur nul « 
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 » => cela signifie que le déterminant de la matrice
« 
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 », est nul ; 

e°) Quelle est l’image du point « (5, - 2, 3) » par cette application linéaire ?
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III) Soit la matrice « 
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 » d’une application linéaire de « ℝ2 »  vers « ℝ2 »  ;
a°) Ecrire l’équation caractéristique « P (() = 0 » associé à cette matrice « 
[image: image25.wmf]A

 » ;
b°) Déterminer les « 2 » valeurs propres « (1 » et « (2 » associés à cette matrice ;

c°) Rechercher les « 2 » vecteurs propres « v1( » et « v2( » associés à cette matrice ;

d°) Diagonaliser cette matrice au moyen de la formule « 
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e°) En utilisant les formules

· 
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· (
[image: image36.wmf]A

)2    =
[image: image37.wmf]B

 . (
[image: image38.wmf]D

)2   . (
[image: image39.wmf]B

)
[image: image40.wmf]1

-

 ;

·  (
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· (
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calculer l’expression de la matrice (polynôme matriciel)
« P (
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  ) = 4 . (
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Solution

a°) équation caractéristique « P (() = 0 » associé à cette matrice « 
[image: image57.wmf]A

 » ;
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  = 0 ( (3 - () . (- 6 - () + 8 = 0 (  
- 18 - 3 . ( + 6 . ( + (2 + 8 = 0  ( (2 + 3 . ( - 10= 0 ( (( - 2) . (( + 5) = 0 
b°) Déterminer les « 2 » valeurs propres « (1 » et « (2 » associés à cette matrice :

(( - 2) . (( + 5) = 0 (  « ( = 2 » ou bien  « ( = - 5 » ;

c°) vecteurs propres « v1( » et « v2( » associés à cette matrice ;

1°) vecteur propre « v1( » correspondant à « ( = 2 » => il faut résoudre le système :
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 ;
Donc, on obtient le système homogène :

·      x – 4 . y = 0

· 2 . x – 8 . y = 0

Donc, il ne reste que « x – 4 . y = 0 » ( x  = 4 . y ;

Donc, l’ensemble des solutions de ce sytème, est constitué par l’ensemble des vecteurs
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Donc, le vecteur propre « v1( » correspondant à « ( = 2 », c’est , le vecteur « 
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2°) vecteur propre « v2( » correspondant à « ( = - 5 » => il faut résoudre le système :
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Donc, on obtient le système homogène :

· 8 . x – 4 . y = 0

· 2 . x – 1 . y = 0

Donc, il ne reste que « 2 . x – y = 0 » ( y  = 2 . x ;

Donc, l’ensemble des solutions de ce sytème, est constitué par l’ensemble des vecteurs
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Donc, le vecteur propre « v2( » correspondant à « ( = - 5 », c’est  , le vecteur « 
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d°) Diagonalisation de cette matrice au moyen de la formule « 
[image: image79.wmf]D

 = (
[image: image80.wmf]B

)
[image: image81.wmf]1

-

. 
[image: image82.wmf]A

  .
[image: image83.wmf]B

 » :
Ici, 
[image: image84.wmf]B

 = 
[image: image85.wmf]41

12

æö

ç÷

èø

  ( (
[image: image86.wmf]B

)
[image: image87.wmf]1

-

 = (1/ det (
[image: image88.wmf]B

)) .  
[image: image89.wmf]21

14

-

æö

ç÷

-

èø

 = (1/7) . 
[image: image90.wmf]21

14

-

æö

ç÷

-

èø


Donc l’expression « 
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e°) On utilise les formules

· 
[image: image104.wmf]A

  =
[image: image105.wmf]B

 . 
[image: image106.wmf]D

 . (
[image: image107.wmf]B

)
[image: image108.wmf]1

-

 ;

·  (
[image: image109.wmf]A

)2    =
[image: image110.wmf]B

 . (
[image: image111.wmf]D

)2   . (
[image: image112.wmf]B

)
[image: image113.wmf]1

-

 ;

·  (
[image: image114.wmf]A

)3   =
[image: image115.wmf]B

 . (
[image: image116.wmf]D

)3  . (
[image: image117.wmf]B

)
[image: image118.wmf]1

-

 ;

· (
[image: image119.wmf]A

)4  =
[image: image120.wmf]B

 . (
[image: image121.wmf]D

)4   . (
[image: image122.wmf]B

)
[image: image123.wmf]1

-

 ;

Donc, le polynôme matriciel « P (
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devient :
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IV)  Soit la matrice « 
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 » d’une application linéaire « F » 

de « ℝ2 »  vers « ℝ2 », qui envoie le point « P : 
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Soit la matrice « 
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 » d’une application linéaire « G » de « ℝ2 »  vers « ℝ2 », qui envoie le point « P’ : 
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Soit l’hyperbole d’équation  « a2 . x2 - b2 . y2 = 1 » où « a » et « b » sont « 2 » constantes

fixes ;

Quelle est l’image de cette hyperbole sous l’action de la composition « G ∘ F » de l’application linéaire « F » avec l’application linéaire « G » :
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Solution

On a :
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 (
· x = (1/4) . cos (() . x’ +  (1/6) . sin (() . y’ ;

· y = - (1/4) . cos (() . x’ + (1/6) . sin (() . y’ ;

Donc, l’équation « a2 . x2 - b2 . y2 = 1» devient :

a2 . ((1/4) . cos (() . x’ +  (1/6) . sin (() . y’)2 – 
- b2 . (- (1/4) . cos (() . x’ + (1/6) . sin (() . y’)2 = 1 (
a2 . { (1/16) . (cos (())2 . (x’)2 +  (1/36) . (sin (())2 . (y’)2 + 
+ (1/12) . cos (() . sin (() . x’ . y’ } - 

- b2 . { (1/16) . (cos (())2 . (x’)2 + (1/36) . (sin (())2 . (y’)2 - 

- (1/12) . cos (() . sin (() . x’ . y’ } = 1 (
///////////////////////////////////////////////////////////

((a2/ 16) - b2) . (cos (())2 . (x’)2 + (a2 - (b2/ 36)) . (sin (())2 . (y’)2 +

+ ((a2 /2) + (b2 /3))  . cos (() . sin (() . x’ . y’ = 1 ;

((a2/ 16) - b2) . (cos (())2 . (x’)2 + (a2 - (b2/ 36)) . (sin (())2 . (y’)2 +

+ (1/2) . ((a2 /2) + (b2 /3))  . sin (2 . () . x’ . y’ = 1 ;

*****************************************************************

V)  Soit la matrice « 
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 » d’une application linéaire « F » 

de « ℝ2 »  vers « ℝ2 », qui envoie le point « P : 
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 » vers le point « P’ : 
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 » ;

Soit : 

· le point « P’ : 
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 », image du point « P : 
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 »  par cette application 

linéaire « F » ;

· le point « Q’ : 
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 », image du point « Q : 
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 »  par cette application 

linéaire « F » ;

Déterminer la valeur de élements « a », « b », « c » et « d » de cette matrice « 
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 » ; 

Solution

On a :

1°) 
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2°) 
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 ;

Donc :

· 2 = a + 2 . b ;

· 3 = c + 2 . d ;

· 1 = a + b

· 3 = c + d ;

Donc :

· a + 2 . b = 2 ;

· a +      b = 1 ;

· c + 2 . d = 3 ;

· c +      d  = 3 ;

Donc :

· b = 1 ;

· a =  0 ;

· d = 0 ;

· c = 3 ;

Donc :
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*****************************************************************

File : Schaum-Alg-Exo-04-03
VI) Exprimer le vecteur « v( = (1, - 2, 5) ( ℝ3 »  comme combinaison linéaire des vecteurs :

· u1( = (1, 1, 1) ;

· u2( = (1, 2, 3) ;

· u3( = (2, - 1, 1) ;
Solution

avec les inconnues x, y et z, on a la combinaison linéaire v( = x . ul( + y . u2( + z . u3( =>  
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Donc, 

x + y + 2 . z = 1 

x + 2 . y - z = - 2 
x + 3 . y + z = 5
On a écrit les vecteurs en colonise, car it est plus facile d'en déduire le système associé ;

La forme échelon de ce système est triangulaire :

x + y + 2 . z = 1 

y – 3 . z = - 3 

5 . z = 10
Ce système a une solution et une seule : 
x = - 6, y = 3 et z = 2 ;

Donc

v( = - 6 . u1( + 3 . u2( + 2 . u3( ;

*****************************************************************

File : Schaum-Alg-Exo-04-06
XXX
VII) Ecrire le polynôme « ( (t) = t2 + 4 . t - 3 ( P (t) » comme combinaison hnéaire des 
polynômes :

· (1 (t) = t2 – 2 . t + 5 ;

· (2 (t) = 2 . t2  - 3 . t ;

· (3 (t) = t + 3 ;
c-à-d, monter que « ( (t) », « (1 (t) », « (2 (t) » et « (3 (t) » sont linéairement dépendants ;
Solution

Donc, il faut montrer que l’on peut trouver des coefficients x, y et z non tous nuls tels que
t2 + 4 . t - 3 = x . (t2 – 2 . t + 5) + y . (2 . t2  - 3 . t) + z . (t + 3)  ( t réel ;

On met v sous la forme d'une combinaison linéaire à coefficients inconnus
t2 + 4 . t - 3 = x . (t2 – 2 . t + 5) + y . (2 . t2  - 3 . t) + z . (t + 3) ; 

Il y a 2 méthode :
Méthode 1 : développer le membre de droite, de 1'6quation 
« t2 + 4 . t - 3 = x . (t2 – 2 . t + 5) + y . (2 . t2  - 3 . t) + z . (t + 3) » et regrouper les termes selon les puissances de t :

t2 + 4 . t - 3 = x . t2 – 2 . x . t + 5 . x + 2 . y . t2 – 3 . y . t + z . t + 3 . z

= (x + 2 . y) . t2 + (- 2 . x – 3 . y + z) . t + (5 . x + 3 ; z)

iidentification des facteurs des diverses puissances de t aboutit à un système, d’équa​tions linéaires, qu'on met sous forme echelon :

x + 2 . y = 1 
- 2 . x – 3 . y + z = 4

5 . x + 3 . z = - 3
Donc

x + 2 . y = 1 
y + z = 6
- 10 . y +3 . z = - 8
Donc

x + 2 . y = 1 
y + z = 6
13 . z = 52
Le dernier système est triangulaire et a une solution : 
x = - 3, y = 2 et z = 4 =>

v = - 3 . p1 + 2 . p2 + 4 . p3 ; 

Donc, v, p1, p2 et p3 sont linéairement dépendants ;

Méthode 2

L’équation « t2 + 4 . t - 3 = x . (t2 – 2 . t + 5) + y . (2 . t2  - 3 . t) + z . (t + 3) » est une identité en t, vraie, quelle que soit sa valeur ;

Donner à t des valeurs particulières quelconques permet d'obtenir des équations entre les inconnues :

(a) poser t = 0 dans (4.3) aboutit à l’équation :  - 3 = 5 . x + 3 . z

(b) poser t = 1 dans (4.3) aboutit à l’équation :  2 = 4 . x - y + 4 . z

(c) poser t = - 1 dans (4.3) aboutit à l’équation :  - 6 = 8 . x + 5 . y + 2 . z ;
La solution de ce système, redonne le reésultat precedent.
*****************************************************************

File : Schaum-Alg-Exo-04-19
XXX
VIII) Dire si les vecteurs u( = (1, 1, 2), v( = (2, 3, 1) et w( = (4, 5, 5) de ℝ3 sont linéairement dépendants  ou non ; 

Solution

3 méthodes pour répondre à la question
méthode 1 : écrire, une combinaison linéaire a coefficients inconnus x, y et z des 3 vecteurs, écrire le système d'équations linéaires homogène équivalent et le mettre sous forme échelon :

u = 
[image: image242.wmf]0

0

0

æö

ç÷

ç÷

ç÷

èø

 = x . 
[image: image243.wmf]1

1

2

æö

ç÷

ç÷

ç÷

èø
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x + 2 . y + 4 . z = 0 
x + 3 . y + 5 . z = 0 
2 . x + y + 5 . z = 0
Donc

x + 2 . y + 4 . z = 0 
y + z = 0 

Le système sous forme échelon n'a que 2 equations pour 3 inconnues => il a une variable libre et donc une solution non nulle => cela prouve que les 3 vecteurs u, v et w sont linéairement dépendants ; 

*****************************************************************

File : Schaum-Alg-Exo-04-21 X X
IX) Montrer que les fonctions :

· f (t) = sin (t) ;

· g (t) = cos (t)  ;

· et « h (t) = t » ;

de « ℝ »  dans « ℝ » sont linéairement indépendantes ; 

Solution

On forme une combinaison linéaire nulle des 3 fonctions, donc les coefficients x, y et z sont inconnus :

x . f + y . g + z . h = 0, ou 0 désigne la fonction nulle, puis on montre que, nécessairement, x = y = z = 0 ;

On insiste sur le fait que 1’équation x . f + y . g + z . h = 0 doit être v6rifi6e ( t :

( t : x . f (t) + y . g (t) +z . h (t) = 0 ;

Alors, dans 1’équation x . sin (t) + y . cos (t) +z . t :

(a) on pose t = 0 => x . 0 + y . 1 + z . 0 = 0 => y = 0 ;

(b) on pose t = (/ 2 => x . 1 + y . 0 + z . ((/ 2) = 0 => x+ z . ((/ 2) = 0 ;

(c) on pose t = ( => x . 0 + y . ( - 1) + z . ( = 0 => - y  + z . (= 0 ;

La solution de ce système d'équations est x = 0, y = 0 et z = 0 => les 3 fonctions sont
linéairement indépendantes ;
*****************************************************************

File : Exemple-7-11

XXX

(p 298 Schaum Algèbre liné)

X) Soit « P3 (t) », l’espace vectoriel des polynômes de degré « 3 » muni 
du produit scalaire :

< f (t), g (t)  >  =
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f (t) . g (t) . dt ;

Appliquer la méthode de GRAM-SCHMIDT au système des « 4 » polynômes :

· f1 (t)  = 1 ;

· f2 (t) = t ;

· f3 (t) = t2 ;

· f4 (t) = t3 ;

pour obtenir une base orthogonale « { g1 (t), g2 (t),  g3 (t), g4 (t) } » de « P3 (t) » ; 

Solution

On utilise le résultat pour n = r + s ;

< tr, ts >  =
[image: image247.wmf]1

1

t

t

=+

=-

ò

t(r + s) . dt  ( 
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tn . dt = (1/(n + 1)) . [ t (n + 1)  ]
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· « [ t (n + 1)  ]
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 = 2/(n + 1) lorsque « n » est pair ;

· « [ t (n + 1)  ]
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  = 0 » lorsque « n » est impair ;

Donc ;

· g1 (t) = t ; 

· g2 (t)  =  t - ( < t, 1 > / < 1, 1 > ) . 1 = t – 0 = t 
Donc :

· g2 (t) = t ; 

· g3 (t)  =  t2 - ( < t2, 1 > / < 1, 1 > ) . 1 - ( < t2, t > / < t, t > ) . t  = 

= t2 – (1/2) . (2/3) . 1 – 0 . t  (  

g3 (t)  =  t2 – (1/3) ;

On multiplie par 3, et on pose « g2 (t)  =  3 . t2 - 1 » ;

· g4 (t)  =  t3 - ( < t3, 1 > / < 1, 1 > ) . 1 - ( < t3, t > / < t, t > ) . t  - 
- ( < t3, 3 . t2 – 1> / < 3 . t2 – 1, 3 . t2 – 1 > ) . (3 . t2 – 1) =

= t3 – 0 . 1 - (2/5) . (3/2) . t – 0 . (3 . t2 – 1) = t3 - (3/5) . t
On multiplie par 5 => « g4 (t)  = 5 . t3  - 3 . t » ;
Donc, la base orthogonale cherchée est : { 1, t, 3 . t2 – 1, 5 . t3 - 3 . t } :

On normalise l’ensemble { g1 (t), g2 (t),  g3 (t), g4 (t) } => on obtient :

1, t, (1/2) . (3 . t2 – 1), (1/2) . (5 . t3 - 3 . t) ;

Ce sont les 4 1ers polynômes de LEGENDRE qui interviennent dans l’étude des équations

différentielles ;
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